Pochodna funkcji — pojecie i obliczanie pochodnej

Pochodna funkcji

Niech funkcja f bedzie okreSlona w pewnym otoczeniu U punktu x,.
Oznaczmy:
Ax —przyrost zmiennej niezaleznej x, gdzie xeU 1 x#x, (Ax=x-1Xx,),
Ay — przyrost wartosci funkcji, jaki odpowiada przyrostowi Ax, tzn.

Ay = [ (xp+A%) — f(x,).

Definicja 1. Ilorazem réznicowym funkcji f w punkcie x, dla przyrostu Ax
zmiennej X nazywamy wyrazenie:

ﬂz S (x5 +Ax) = f(x)

Ax Ax '

Definicja 2. Pochodng funkcji f w punkcie x, nazywamy granice wlasciwa
ilorazu roznicowego przy Ax—0 i oznaczamy symbolem f'(x,) lub
df (x,)

. Mamy wiec
ax y Wig

. Ax) -
) = i L0040 5)

Interpretacja geometryczna pochodnej

Pochodna funkcji f w punkcie x, jest y

rowna wspotczynnikowi kierunkowemu
stycznej do  wykresu tej  funkcji O

poprowadzonej w punkcie o odcigtej x,,. _y_%\ i S(xp) =tga
Zatem rownanie stycznej do krzywej (; )Ico .
y=f(x) w punkcie o odcigte] x, ma
postac:

y= f,( xo)( X — xo) + f(%)- Rys. 1. Interpretacja geometryczna

pochodnej



Przyklad 1. Na podstawie definicji wyznaczy¢ pochodng funkcji
f(x)=x*+2 w punkcie X, , a nastepnie zapisa¢ rownanie stycznej do wykresu
tej funkcji w punkcie x, =1.

Rozwiazanie. Poniewaz f(x)=x” +2, zatem:

Fx)=x5+2, f(xg+Ax)=(x, +Ax)* +2 =15 +2xAx + (Ax)” +2.

Obliczamy pochodna danej funkcji w punkcie x, :

SO+ )~ f (%) _ Xg +2xAx + (Ax)* +2 x5 -2 _
Ax Ax—0 Ax

2
~ pim 20 FAD o 4 A = 2x,.
Ax—0 Ax Ax—0

S(xg) = Alir—{lo

Dla x, =1 mamy: f(x))=/(1)=3, f'(x,)=/'(1)=2.Roéwnanie stycznej do
wykresu danej funkcji w punkcie x, =1 ma zatem postac:

y=f'Mx-D+ f(1), astad

y=2(x-1)+3,

y=2x+1.

Definicja 3. Pochodng lewostronng funkcji f w punkcie x, (ozn. f'(x,))
nazywamy lewostronng granic¢ wiasciwa ilorazu réznicowego, tzn.
S+ A%~ f ()
Ax
Podobnie definiujemy pochodng prawostronng:
o) i L0080 ),
Twierdzenie 1. Funkcja f posiada pochodna w punkcie x, wtedy i tylko

£1(x) = lim
Ax—0"

wtedy, gdy w tym punkcie istnieja pochodne jednostronne i sg sobie rowne.

Uwaga. Mowimy, ze funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x,, jezeli

posiada w tym punkcie skonczong pochodna. Z kolei funkcje f nazywamy
rozniczkowalng w przedziale X, jezeli posiada ona pochodng w kazdym
punkcie tego przedziatu. Wyznaczanie pochodnej danej funkcji nazywamy
rozniczkowaniem tej funkcji, a funkcje f'(x) dla xe X nazywamy funkcjg
pochodng (lub krotko — pochodng) funkcji  f(x). W kolejnym rozdziale

powiemy, w jaki sposob oblicza¢ pochodng f'(x).



Definicja 4. Jezeli pochodna [’ funkcji f jest rozniczkowalna w zbiorze X; to
jej pochodng nazywamy pochodng rzedu drugiego i oznaczamy symbolem " .

Analogicznie okres§lamy pochodne wyzszych rzedow.

Wzory podstawowe oraz reguly rozniczkowania

Przy obliczaniu pochodnych korzysta si¢ na ogoét z gotowych wzorow na
pochodne oraz pewnych regut rézniczkowania.

Pochodne wazniejszych funkcji elementarnych

(1) (¢)'=0, (c— dowolna stata), (7) (Sinx)'zcosx,
() (x“), =ox*", (o — dowolna stala), ) (COSX)' =-—sinx,
@.1) (=1, ©) (tgx) =—5—,
D cos” x
22 =— '
(22) (\/;) x (10) (ctgx) =- ,12 ,
, sin” x
1 1 '
(2.3) (;j =—x—2, (11) (arcsinx) = lixz >
3) (ex) =e’, (12) (arccosx) =— 1 =
, I-x
4) (ax) =a*lna, / 1
(13) (arctgx) =—,
, 1 1+x
(5) (lnx) =—,
,x (14) (arcctgx) =Lz
6) (log,x) =——,
xlna

Twierdzenie 2 (o dzialaniach na pochodnych).

Jezeli istniejg pochodne f'(x) i g'(x), to:
(15) [fzgW)] = (g (),
(16) [f(x)-g()] = f'(x)- g(x)+ [ (x)-g'(x),



(A7) [k-f0)] =k-f'(x), k- stata,

a8) {f(x)]:f’(x)‘g(x)—fz(x)-g’(x), dla 9020,
g(x) [g(x)]

Przyklad 2. Obliczy¢ pochodng funkcji:

2 1
a) y=4x’ —x*+7x-4, b) y=6/x -+,
X Jx
3[ 2 3
-2
) y=u, d) y=tgx(-Inx),
X
&) y= 2x°
YT
Rozwigzanie.

a) Bedziemy korzysta¢ ze wzorow: (1), (2) oraz regut: (15), (17). Wyjatkowo
w tym przyktadzie dokladnie rozpiszemy wszystkie wykonywane operacje.
W kolejnych przyktadach bedziemy pomijaé zapis pewnych dziatan.

y' = (4x3 —x? +7x—4)’ =(4x3 ), —(xz ), +(7x)' -4 =

=4(x) —(&) +7(x) ~(4)=4-3x° ~20+7-1-0=12x> ~2x+7.

2 1Y) [ ¢ =
b) y'=(63/;——+—j = 6x3-2x"+x 2| =
X x

3
_6.1x —2-(—5)x6+[—l}c2= 2 o1
3 2

+— - —.
6 /
3x2 X 2 x3

c) Tutaj najpierw przeksztalcimy dang funkcje:

2 1

3 2 3 3 3.5 2 1 4 3

X =2xWx x3 -2x°x2 32 [3+2] 2 =

y= > = =x3 - = .
X

Stad




d) Stosujemy wzor (16):

V' =(tgx)-(I-Inx)+tgx-(1-Inx)' = 12 (1—1nx)+tgx-(0—lj=
cos” x X
_l-Inx tgx
cos’x x

e) Stosujemy wzor (18) na pochodng ilorazu:

. (2x2)’ -(4x3 —1)—2x2 -(4x3 —1)' ~ 4x-(4x3 —1)—2x2 12x7 ~
. (4r 1) T ()

B 16x* —4x—24x* B —8x* —4x

(a2 -1) (4 -1)

Twierdzenie 3 (o pochodnej funkcji ztozonej).

Jezeli funkcja h(x)= f(g(x)) jest ztozeniem funkcji g (wewngtrznej) i f

(zewnetrznej) takich, ze funkcja g ma pochodng w punkcie x, a funkcja f ma
pochodng w punkcie wu, gdzie u=g(x), to funkcja h(x) ma w punkcie x

pochodng okreslong wzorem

H(x)=[f(g(x)] = f'(g(x)-g'x)= 1) g'(x).
Widzimy zatem, ze pochodna funkcji ztozonej jest iloczynem dwdch
pochodnych: pochodnej funkcji zewnetrznej f (ktorg rozniczkujemy wzgledem
zmiennej u) oraz pochodnej funkcji wewnetrznej g (ktorg roézniczkujemy
wzgledem zmiennej x).

Przyklad 3. Obliczy¢ pochodnag funkcji:

a) y=03x"-2)"", b) y=sinx’,
c) y=arctgx—_1, d) y=36x”‘3,
x+1
X2+l thx
e) y=e¢ " sin3x, ) y=—"-,
e

g) y=Invx?+1, h) y=x*".



Rozwigzanie.

a) Funkcja y=(3x> —2)'° jest funkcja ztozong z funkcji potegowej f(u)=u"
oraz funkcji u=g(x)=3x"-2. Korzystajac z twierdzenia 3, wzoréw
podstawowych oraz regut rozniczkowania otrzymamy:

V=32 =2 () =10u° -u' =103x* ~2)° - 32> ~2)' =
=10(3x* =2)° - 6x = 60x(3x* —2)°.

b) Tutaj funkcja zewnetrzng jest funkcja f(u)=sinu, a funkcja wewngtrzna:

u=x". Mozemy zatem zapisac:
!

! ’
y’=(smx3) =(sinu) =cosu-u'=cosx’ -(x3) =cosx’ -3x* =3x” cosx’.

¢) Wykorzystujac twierdzenie o pochodnej funkcji ztozonej oraz wzoér na
pochodng ilorazu, zapiszemy krotko:

, x—1Y 1 x—1Y 1 1 (x+1)—(x—=1)-1
y = arctg = 2- = 2 . 2 =
x+1 x—1 x+1 (x=1 (x+1)
1+ 2 1+= =2
x+1 (x+1)

O (x#ly? x+l-x+1 2 21
G+D?+(x-1)>  (x+1)* P 4+2x+1+x7 -2x+1 2x*+2 xX*+1

d) ' =(3%7) =37 103 (6-347) =3Im3(2 -5 )3

e) Dana funkcja jest iloczynem dwoch funkcji ztozonych. Wykorzystujac
odpowiednie reguty rézniczkowania otrzymamy:

V= (e"2+1 ) -sin3x+e" (sin3x)' = (e)‘z” : Zx) -sin3x+e" - (cos3x-3) =

=" *'(2xsin3x +3cos3x).

) y' _ (tgzx),.e3x_tg2x‘(e3x)' _ ztgx,coizx.eh_tgzx.eh.3 )

2 2
(e3x) (e3x)
o3 2tgx 3sin® x
cos’x  cos’x _2tgx— 3sin® x

(eSX )2 e cos® x




g) Zauwazmy, ze mamy tutaj do czynienia z funkcja ztozong, ktérej funkcja

wewnetrzna (u=+x>+1) jest rowniez funkcja zlozona. Zatem nalezy
dwukrotnie skorzysta¢ z twierdzenia 3 i wdéwczas pochodna danej funkcji
bedzie iloczynem trzech pochodnych:

' 1 2.4\ 1 1 2 4
y =—-( X +1) = . Ax"+1) =
VxZ +1 Vat+1 24x% +1 ( )

1 D=
Va2l 2Jx 41

o+l
h) Mamy tutaj do czynienia z funkcja postaci y=|f (x)]g(x). Aby obliczy¢

pochodng tego typu funkcji korzystamy ze wzoru:
[ =5 (gdzie f(x)>0).
W naszym przypadku otrzymamy

’ !’
yr — (xcosx) — (ecosxlnx) — ecosxlnx . (COSX‘ lnx)/ —

‘ 1 . . cos X
=gt ‘(_Slnx-lner cosx-— |=x""| —sinxlnx+ .
x x

Przyklad 4. Obliczy¢ pochodna rzedu drugiego funkcji:
a) y=4x’—cosx+2lnx, b) y=et.

Rozwiazanie.
a) Pochodna rzedu drugiego jest pochodng pierwszej pochodnej. Obliczamy

. 2
V' =12x* +sinx+=,
X

V' =(y')’ =24x+cosx—%.
x

b) Obliczamy pochodna pierwszego rzgdu
) = e3x2+l 6x = 6xe3x2+1 )

Aby obliczy¢ pochodna drugiego rzedu korzystamy ze wzoru na pochodng
iloczynu

yll — 6 .e3x2+1 + 6x 63x2+1 6x — 6(1 + 6x2)e3x2+1 .



Rozniczka funkcji oraz jej zastosowania

Niech funkcja f bedzie rozniczkowalna w punkcie x,,.

Definicja S. RozZniczkq funkcji f w punkcie x, dla przyrostu Ax zmiennej
niezaleznej x nazywamy iloczyn f'(x,)Ax ioznaczamy symbolem dy.

Zauwazmy, ze dx=(x)"-Ax=1-Ax = Ax. Mozemy zatem zapisac:
dy = f"(xy)dx.

Roézniczke funkcji mozna wykorzysta¢ w obliczeniach przyblizonych oraz do
szacowania bleddéw pomiaréw.
Okazuje sig, ze dla matych przyrostow dx zmiennej niezaleznej x, mamy:
Ay = dy.

Stad

S (xy+dx)— f(x)) = f(xy)dx
i dalej

S (xp +dx)= f(x0)+ f'(xg)dx.

Przyklad 5. Obliczy¢ przyblizong warto$¢ wyrazenia
37,97 .

Rozwigzanie. Oznaczmy:

f(x)=Yx, x,=8, dx=-0,03.

Mozemy zapisac

37,97 = £(7,97) = f(8+(-0,03)) ~ 1 (8) + f'(8) - (—0,03).

Obliczamy:
J®)=8=2,

1Y 2

' 2 1 - 1 1 1 1

S@=(x) =] | =xi=—=t0 f®) ===
(%) 30 e Wt 3(3R) 12

Zatem

1 1 3 1
37,97 ~2+—-(-0,3)=2——-—=2—-—=2-0,025=1,975.

12 12 10 40
Zatézmy, ze dwie wielko$ci x i y zwigzane s3 zalezno$cia y = f(x) oraz, ze
pomiar wielko$ci x przeprowadzany jest z pewnym bledem A . Interesuje
nas, jaki btad bezwzgledny A popelnimy wyznaczajac wielko$¢ y w oparciu



o wzor y = f(x) oraz zmierzong warto§¢ x, wielkosci x. W celu oszacowania
tego btedu mozna poshuzy¢ si¢ wzorem przyblizonym:

Ay ~ |f,(x0)|Ax .
Przyklad 6. Promien kota » zmierzony z doktadno$cia A, = 0,1 cm ma dtugos¢

¥y =22cm. Z jaka w przyblizeniu dokladno$ciag mozna obliczy¢ pole P tego
kota?

Rozwigzanie. Aby oceni¢ blad obliczen skorzystamy ze wzoru:

Ap =|P'(R)|A, .
Pole kota wyraza si¢ wzorem
P=mr.
Obliczamy pochodng
P'=2mr.
Stad

P'(r,)=P'(22)=2-n-22=44r.
Szacujemy doktadnos$¢ obliczen:

Ap =|P'(1r)|A, =44n-0,1=4,4n~13,32.

Zatem blad bezwzgledny jest w przyblizeniu rowny 13,32 cm?.

Zadania do samodzielnego rozwigzania
Obliczy¢ pochodng funkcji:

1. y=%x3—§x2+3x—7, 2. y=-3x"+2x> +¢&%,
3. y=2\/;—§+i3, 4. y=3\/;+x3/x_2—51/;,
X x
2/x —x*x

5. sz, 6. y=3sinx+5cosx—2",
7. y:(x2—2)sinx 8. y=Inx-5x")3-tgx),
9. y=cctgx, 10. y=(2x-3)3*,

1. y= x , 12. y—w

x—1 XX +2x-3"



B y==,

15. y=(7x-2),

17. y=sin(3x+2),

19. y= i—_i
21. y=4tgVx-2,
X
RN,
25 o 2x+1
" T e

27. y=1n(x2 +3x+2),

29. y=Te ™",
31. y=4-3",

33. y= X

35. y=arctgx’,

37. y= 3arccos%x ,

39. y=In(sin’2x),

41. y=(Inx)",

Obliczy¢ pochodna rzedu drugiego funkcji:
44,

43. y=arccosx,

45. y=sin2x,

10

14. y

16.

18.

22,

24, y

26.

28.

30.
32.
34.

36.

38.

40.

42.

46.

X—COSX
= . b
1-sinx

y=\/5x2—2,
3

y:%/z—Sx’

y=cos’(3x—1),

y=3In ,

X

_sin x2

\/; ’
y= 5x276x ,

y=1n(x+\/)c2 +1),

COS2 X

y=e >

y :x2 SX’
y=(10x* =1)e*",

1
y =arcctg—,
X

. X
y = arcsin ,
V1+x?
y=x,

1
y=(igx).

y=arctg2x,

Y =XCOSX,
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47. y= xe™ , 48. y=e"",

49. y=In(x>-3x), 50. y=log, (x* +1),
51, po10X 52, y-Sn2
X cos3”

Napisa¢ rownanie stycznej do krzywej y = f(x) w punkcie x,:

X

53. f(x)=2x"-8, x,=1, 54. f(x)=— 1,x0=2,
X -

55. f(x)=Inx, x,=¢, 56. f(x)=arctgx, x,=1.

Obliczy¢ przyblizong wartos¢ wyrazenia:

57. In0,9, 58. arctgl,03.

Znalez¢ przyblizong wartos¢ funkcji
59. f(x)=x"-2x*+3x-5 dla x=2,03,

60. f(x)=+~1-x dla x=0,2.

61. Krawedz szescianu zmierzona z doktadnoscig £ 1 mm ma dlugos¢ 82 mm.
Z jaka w przyblizeniu doktadno$cig mozna obliczy¢ objetos¢ tego szescianu?

Opracowanie:
dr Igor Kierkosz
dr hab. Volodymyr Sushch



